Mathematik

1. Folgen und Reihen

1.1. Definition und Eigenschaften

1 4 7 10
a; ad a3 a4
T+ 1+ 1

1 2 3 4

Definition.: Unter einer Folge von Zahlen verstehen wir eine Abb. IN € R.
a;, a, ... heifen Glieder der Folge
<a,>=4a;, a4, as, ...

Beispiele:

n

a) <a,> mit 4, :(l) neN
n 2 ’

111 1
b b 8’ 16’
9 L
I'X X X X !
...dy Az a aj
n+1
a 2
Bemerkung.: 2l - —lzq
a, " 2
1

Definition.: geometrische Folge
Eine Folge <a,> mit dem Bildungsgesetz a,=aq"™"' heiBt geometrische Folge.
q#0, g#1, a#0, neR
a=a,!

b) a,=1+2n,n€lN,
<a,>=1,3,5,7,...

9 1 11
<a,>=-1,————...
4, 9, 16,
—1)
a, = 2) ,n€IN
n
a as...dy ar
X X Ix X |
8 0 1

Definition.: Eine Folge <a,> heilt alternierend, wenn a, - a,,;, <0V n€ IN
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d) an+l :arf _1,'611 :1
rekursiv definierte Folge

<a,>=1,0,—-1,0,—1,0,—1,...

Definition.: Monotonie
Eine Folge <a,> heifit (streng) monoton wachsend, falls
(streng) monoton fallend a, <(5)a,

Beispiel: 1, 1,2,2,3,3, ...

Definition.: Beschrinktheit

a,, > (=) a, fir alle neIN

Eine Folge <a,> heifit nach oben (unten) beschrinkt, falls es eine Zahl k€IR gibt, mit a, < k

(bzw. a, > k) V neRR
Ist die Folge nach oben und unten beschrinkt, so hei3t sie beschrinkt.

Beispiele:

a) a,=Vv3n+1,neN

Behauptung: <a,> ist streng monoton wachsend und nach unten beschrinkt.
Begriindung: Zeige a,,; > a,

a
n+1 >1
a}’l
a, . 3(n+1)+1 3n+4  [((3n+1)+3 3
a, V3n+1 3n+1 3n+1 3n+1
>0
b) —1
n=n ,n€IN
n+
0717173723"'
3253
Behauptung: <a,> ist streng monoton zunehmend
Begriindung:
n+l=1 n—1 n(n+l)—(n=1)(n+2) n*+n-n’>—n+2 2
a —a = — = = =
e " n+l+1 n+l (n+2) (n+1) (n+2)(n+1) (n+2)(n+1)
a; a az a4 as...
}A X X— X X }
0 1
a,=0,8
a4 =0,98
A 990 = 0,998

1.2. Grenzwert von Folgen

e-Umgebung

| ] | [ |
| 1 ' r \

a-& a a+&
Definition: Sei <a,>, n€IN, eine Folge.

Die Folge konvergiert gegen einen Wert a €IR, falls gilt: zu jeder reellen Zahl >0 gibt es ein
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noEIN mit folgender Eigenschaft
la, — al < & fiir alle n=>n,.

lim a,=a

n — oo

a heiBt Grenzwert

Beispiel:

Behauptung: nhflw a,=0;a=0

Beweis: 1

——0|<e

8:1—=>n0=10
10

e=1 _=pn,=100
100

Meistens gelingt die Berechnung der Grenzwerte mit folgenden Grenzwertregeln:

Seien <a,> und <b,> zwei konvergente Folgen mit nhill a,=4a und nﬁﬂ b,=b , dann gilt:
a) 1m (a,£b,)=1m a, = lim b,

n — oo n — o n — o

b) h'm(an-b”)zljma”-ljmbn
a, lma,
c¢) lim =— sb#0
n — o bn Iim bn
d) limYa, =\lima,;a, =0
e) llml=O;fallS1jm|c”|=oo
Beweis: vgl. Literatur
Beispiel:
_ n>+2
"o1-3n?
-0
lim n2(1+%)
. " n 1
llma = =
n 2 1 _3
n n
0

Anmerkungen zum Grenzwert einer Folge
Satz: Der Grenzwert einer Folge ist (falls er existiert) stets eindeutig.
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Beweis:

U(a) Ue(b)
| ] X [ ] X [ |
| ] x L ] x [
a b

Anmerkung: <a,> sei eine Folge mit li:n a,=4a yund li:n a,=b mita#b.

= W!! (vgl. Skizze in Definition des Grenzwertes)

Satz: Jede monotone Folge, die beschrinkt ist, besitzt einen Grenzwert.
Beweis: Sei <a,> monoton wachsend

% X X x—%x@
a; ay as a
= v
Beispiel:
xn
a) <a,> sei eine Folge mit a = /,xEIR
n!
. lim x”
Es gilt: "o oo
il R—
n!
Beweis: Sei x>0
n n—1
X XX X
a frd = _
" n! n-(n-1)! nol
a, _x_
a n

n—1

Behauptung: <a,> ist streng monoton fallend fiir gentigend grof3e Werte n

a, X .
0< =—<1 fiiralle n>x, d.h. a, < a,, also ist <a,> streng monoton fallend.

a n

n—1

Die Folge <a,> ist zudem durch 0 nach unten beschrinkt, da 0<a, Vne IN

= <a,> besitzt einen Grenzwert, 1M @, =a
n
. X N
=lima,=lm(—-a,_ ,)=lim—-lima, ,=0-a
n n n n n n
0 a

=>a=0,q.ed.
b) al:]‘"an+l=V]‘+an;n=1,2,3,...
a,=\2
a3=\/1+\/§
ay;=\1+V1+2

a, =1+ 1+ V12
a5:\/1+\/1+\/1+\/1+\/§

zeige <a,> besitzt einen Grenzwert!
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<a,> ist durch 2 nach oben beschrinkt
Sei a,<2

=a

=\1+a,<V1+2=3<2
a,=1<2
= <a,> ist durch 2 beschriankt

n+1

<a,> ist streng monoton wachsend
Sei a,; < a, =
an=\/1—|—an_1 < \/l—l—an=an+1
dha, <a,,,

Da a; < a, folgt daraus, daf} die Folge streng monoton wachsend ist.
=lima, =a
lim a, ,,=lm1+a,=1+lma, =V1+a

=>a=\/1—i-a:>az:1+a=>a:;+(;)\/g

existiert.

Spezielle Grenzwertberechnung (vgl. Blatt 1 / Aufgabe 2)
Sei

a,=\2n+3—\2n—1;..n=1,2,3,...
C(N2n43-\2n—1)(N2n+3+\2n—1)  2n+3—(2n—1)

4

a

" V2n+3++2n—1

(x+y)x—y),
xX—Yy '

Beachte: x +y=

1.3. Die geometrische Folge und der Grenzwert

<a,> sei eine geometrische Folge, d. h.
a,=a-a"" ';n=1,2,3,..

a

n

q= L. g Quotient
a

n

Beispiel:

dy as
a; A

| a4

Behauptung: <a,> ist eine geometrische Folge

1S: 2 2 2
Bewels: al=al+a’

a
1
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analog: a, a, a,., 1
G e G 1p.
2

a, a, a
=(;_@)

Satz: Sei <a,> eine Folge mit
a,=q",n=1,2,3 ..
Dann gilt:
a) lgl<1=1im ¢"=0

b) g =-1 = <a,> ist divergent
¢) ¢=1=lim qg"=1

d) Igl > 1 = <a,> ist divergent

Beweis:
a) a1 =q"' = qa, 0.B.d.A. 0<g<1
e <a,> ist smf
a,.,=q -a, <a,VneN

[}

<1
<a,> ist nach unten beschrinkt
*2,=q"2>0

:'”hinw 4, =0d existiert
*a=lma,, =limqg-a,=qg-lima,=qg-a v
n q n
2a:q.a
a(l—=q)=0=>a=0
>0

Seinun-1<q<0
la, -0l =1q" -0l =Iq"=Ig"=> 0
O<lgl<1
fiir n gegen unendlich
b) <q>=-1; 1;-1; 1; -1; ...
o<qg>=1;1;1; ..
d) siehe Literatur

1.4. Die geometrische Reihe

Werden die Folgenglieder einer geometrischen Folge addiert, so entsteht eine geometrische Reihe.
s, =a,ta,ta;+...+a,
n
s, = Z a, endliche Reihe

k=1

Fiir n - oo liegt eine unendliche Reihe vor.

Die Summenformel fiir die endliche bzw. unendliche geometrische Reihe:
Sei <a,> eine geometrische Folge mit
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a,=a-q" " ',n=12,..

s,=a,ta,ta,+...+a, (1)
l|q
q-s,=a, q+a,-q +a, ¢ +..+aq" (2)

n —

sn=a1+a1~q+alq2+...+al~q

Sy =4S, =a,—aq" (H)—=(2)
s,(1=q)=a,(1-¢")

Beispiel: 1
=4,q==2,n

Satz: Die endliche geometrische Reihe
Sss=a,+aq+aq +..+aq""
besitzt den Wert
s = u : q # 1
n 1 _ q
Fiir Igl < 1 und n = o ist die Reihe konvergent und es gilt:

s=a !
1
1-

q
Fiir Igl > 1 divergiert die Reihe.

Beweis: siche Herleitung

Beispiel: Dezimalbriiche
Z=0444...=0,4

04dd. =2y b 4 4 (il L) A L2
10 100 ' 1000 10 9

unendliche geometrische Reihe mit ¢ = %

1.5. Reihen

o0

Definition.: Sei <a,> eine Folge. Dann heif3t Z a, die zur Folge <a,> gehorende Reihe.
k=1
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n

Die n-te Teilsumme der Reihe ist dabei Z a, .
k=1

n

Wennnun  lim Z a, existiert, dann hei3t die Reihe konvergent, sonst divergent

n — oo

k=1

Beispiele:
geometrische Reihen:
Ll
2 4 8 1
1__
2
1 1 1 1 2
ety Ty T TS
1__
(2)
1
Sei a,= ,n=1,2.73,...
n(n+1)
- 1 1 1 1 11 1
> ———t—t—F.. ==t —+—+
kzlk(k-i—l) 1-2 2-3 3-4 2 6 12
) 1 1
Es gilt =——

lim S, = lim 1—1 =1,
n — o n — o n+1
-0

Satz: Hauptkriterium fiir konvergente Reihen (Cauchy)

0

Eine Reihe z a, ist genau dann konvergent, wenn zu jedem € > 0 ein Index n, € IN existiert,
k=1
n+p

mit z a,|<e€ firalle n > n, und beliebiges p € IN

k=n+1
Beweis: siehe Literatur
Bemerkung: a; + a; + ... + @y + Qpe + oo + Qpip + .o
I 2 I
beliebig klein, falls n geniigend grof3!
Folgerung: Fiir p = 1 folgt:
Die Folge <a,> einer konvergenten Reihe ist eine sogenannte Nullfolge, d.h. ”ﬁinw a,=0
Beispiele:
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1-2+3-4+5-6=* ..
konvergiert nicht!

a, = -(-1)" n ist keine Nullfolge!
Harmonische Reihe

- 1 111
D —=lt=t—t—+...
k 2 3 4

k=1
Problem: Konvergiert diese Reihe?

o0

Behauptung: Z% divergiert!

k=1

Beweis: 1 (1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
4=+ =+ |+ z+=++ |+ =+ .+ = |+ =+ . + =] +...
2 \3 4 56 7 8 9 16 17 32

I 1 1 1 1 1
>l+—+—+—+—+—+—+...o0,qed
2 2 2 2 2 2

Bemerkung: Insbesondere im Fall einer divergenten Reihe versteht man unter Z a, die
k=1

Folge der Teilsummen, d.h.

S1=a;

Ss=a;+a

S3=a;+a, + a;

o0

§= Z a , nur bei konvergenten Reihen
k=1

1.6. Weitere Konvergenzkriterien

Satz: Jede beschrinkte Reihe mit positiven Gliedern ist konvergent.
Beweis: s,=a,ta,+...+a,

Da <s,> streng monoton wachsend ist und zudem beschrénkt ist, konvergiert <s,>, g.e.d.
Satz: Majoranten-Kriterium

Sind Z 4, und Z b, Reihen mit nicht negativen Folgengliedern und Z b, sei

konvergent.

0

Gibt es eine Konstante C >0 mit 0 < a, < C - b,, dann konvergiert auch Z a, .

n=1
Beweis: Zanﬁzc'bnzc'zbn

= z a, ist beschrinkt und monoton wachsend = Konvergenz

Beispiel: Y SLENES PR S SR
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Es gilt: | 1
—< n=?2
n® n(n-—1)
:Z%=1+Z%sl+z ! =1+ !
_n ,n on(n—1) ~ n(n+1)
1
© 2
Bemerkung: Z L: n_ .
2 6 ’
n=1 n
Satz: Quotientenkriterium
a
Fiir fast alle n gelte a, # Ound  lin LR EY
n — o an
Dann gilt fiir
b < 1: Die Reihe 2. a, konvergiert.
b > 1: Die Reihe 2.a, divergiert.
b = 1: Keine Aussage moglich
Beweis: siehe Literatur
Vgl. mit geometrischer Reihe
Beispiele:
L2
z p mit festem Wert x €R ..
—n!
n+1
X
+1)!
fim |20 iy | |=0<1
n |Xx " n |n+ 1
n!
o0 x n
= Z p konvergent
—n!
2. 2
2
n=1 n
_ 1
+2)° 2 2
n n + + n
— noTen 1+=2+—=)
n ﬁ n
P
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n=1
1
n+1
lim —L = im L n__
now| a, n n n n+tl
4. i( 1)n+l
n+1
( 1)Vl+2
+1 -1)-
lim = lim n—ﬂ=ﬁmu—
n — o n (_1)” n n+1
n

Aussage mit Quotientenkriterium nicht moglich.

Behauptung: ” (=1 *!
Z ——— konvergent
n:In
© _1n+l
ZL=1—1+1—11...
— n 2 3 4
X ‘ X

= a existiert!

Satz: Leibniz-Kriterium

0

Gegeben sei eine alternierende Reihe Z a, und la,l sei eine Nullfolge, die monoton fallend

n=1
0

ist. Dann ist die Reihe Z a, konvergent.
n=1

Fehlerabschitzung:
Mit M a,=a gy,

la—s,| < la,.l

1.7. Umordnung von Reihen

o0

Problem: Kann man in einer Reihe Z a, die Summanden umordnen?

n=1

Beispiele:

a =~
Z (=1)'==1+1-1+1-1x..=(-1+ D)+ (-1+)+(-1+1)+...=0

n=1

S (1) ==14+(1=1)+(I=1)+...=—1

n=1
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=l-—+———+—F...=a mit —<a<l
“~n 2 3 45
0 1n+1
( ) :1_1___+1__1__1_+1___ —
n 6
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 4 6 8 10 12 2 2 3 4 5 6 2

Ergebnis: Die Glieder einer Reihe diirfen nicht beliebig vertauscht werden!
Definition: Eine Reihe Z a, heilt absolut konvergent, wenn die Reihe Z |a,| konvergiert.
n=1 n=1

Beispiel: Geometrische Reihe

a-q";—1<g<l
q q

n=1

Diese Reihe ist absolut konvergent, denn

dila-q"|=. |a|-|q" istkonvergent!
n=1 n=1 ET(S]
Nicht jede konvergente Reihe ist auch absolut konvergent.

L
konvergent aber Z o divergent.

n

)n+1

Beispiel: Z (_T
Satz: Jede absolut konvergente Reihe ist auch konvergent.

Beweis: |2, a.|<). |a,|<C 2.B. la+bl < lal + b
i=1 i=1

o0

Satz: Es sei Z a, eine absolut konvergente Reihe mit der Summe s. Dann konvergiert auch jede
n=1

Umordnung der Reihe absolut mit dem gleichen Summenwert s.
Beweis: vgl. Lit.

1 1 1
Beispiel: 1+—+—+—+...=7?
SERRIEL 1T T 95 T g
2
Es gilt: LTI P P A L
4 9 16 25 36 6
Die Reihe ist offenbar absolut konvergent, also konnen die Summanden vertauscht werden.
1 1 1 11 1 1 ’
l+=+—+—+. =+ —+—+—+..=—
9 25 49 4 16 36 64 6
1 1 1 1 1 1 1 w’
l+=—+—+—+.. +— |1+ =+ —+... |=—
9 25 49 4 4 9 16 6
| o
1 L 31T2 w?
s+— — = =——=—
4 6 6 46 8
1 1 1 ’
Sl4—Ft—+—+...=—
9 25 49 8
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1.8. Die Exponentialreihe und die Zahl e

o0

Satz: Fiir jede reelle Zahl x ist die Potenzreihe exp(x):= Z x_, absolut konvergent.
n!

n=0
Beweis: !
a n+1)! x
+1 -
z :( n) = -0 firn-oow
a, X n+1
n!

= Konvergenz nach Quotientenkriterium

1. Definition der Zahl e:

o1
e:= —_—
!
n=0
Merke: 0!=1
1=
21=1 -2
31=1-2-3

1 1 1 1
e=1+1+—+—+—+—+...
2/ 3!/ 4! 5!

e =2,71828182845

Abschitzung von e:

Satz: N 1

e= —+7r,,, mit
n:On
<1 N+2

r < .

NN+ N+1

Beweis: ry,; wird mit Hilfe einer geometrischen Reihe abgeschitzt.

. 1 L1 _
NN +1)! (N+2)! (N+3)!

:1 1+1 +1 —|-1 +)
(N +1)! (N+2) (N+2)(N+3) (N+2)(N+3)(N+4)

1 1 1 1 1 1
< 1+ + ~+ ... |= : =
(N+1)I\ (N+2) (N+2)° (N+2) (N+1)! 1
N+2
1 N+2 1 N+2
= : = : g.e.d.
(N+1)! N+2-1 (N+1)/ N+1
Beispiel: N =35
11 1 1 . 7
e=l+l+—F—+—+—+r, mitr, < =0,00162037 ...
6 24 120 6! 6
e=2,716666 ...

2. Definition der Zahl e:
Problem: Ein Kapital k verzinse sich im Jahr mit 100%. Die Zinsen werden 12-mal (bzw.
365-mal, n-mal) pro Jahr dem Kapital zugeschlagen. Wie grof3 ist das Kapital nach 1 Jahr?

1. Januar: ko
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1. Februar: klzk0+%k0:ko(l+%
2
1. Marz: ko= tak =k (142 )=k, [ 142
12 12 12
3
1. April: k.=k +Lk =k 1+L =k - 1+L
S A 12 0 12
12
1. Januar: k122k0(1+i) ; monatliche Verzinsung!
12
365
ks =k, 1+L ; tagliche Verzinsung
365
k”:k0(1+l) ; bei n-maliger Verzinsung
n

Satz: | |im (H_l) =

Beweis:

n

L. Schritt: Die Folge <a,>mit , — ( 1+ l) ist monoton wachsend.
" n

2. Schritt: Die Folge <a,> ist durch e nach oben beschrinkt.
3. Schritr:  lIm a@, =¢

Details siehe Literatur

2. Differentialrechnung

2.1. Funktionen und Funktionengrenzwert

f:D=>R
D heift Definitionsmenge
G={(xly)ly=1f(x)} Graph von f.

Beispiele:

a) Konstante Funktion
X2?y=c

b) Identische Abbildung
X=2y=X

c¢) Betragsfunktion
X 2>y=Ixl

d) Polynomfunktionen n-ten Grades
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Xx2y=ax"+.+ax+a
aiGIR,an;éO.
z.B.y=x"-4x

e) Rationale Funktionen
L px)
q(x)
p, q Polynomfunktionen
f) Exponentialfunktion
X 9 ex //'

Definition: Funktionengrenzwert
f hat fiir x - a den rechtsseiten Grenzwert ¢, wenn fiir jede Folge <x,> mit

>a Vn € IN die Folge <f(x,)> gegen c strebt.

c | Ox
[a X3 X2 Xi
Bemerkung:
Schreibweise: Xllnal F(xX)=¢ techtsseiteiger Grenzwert
analog XILI? f(x¥)=¢ linksseitiger Grenzwert

a = +o0 bzw. a = -oo0 ist moglich

¢ = oo uneigentliche Grenzwerte

Beispiele:
a) GauB3sche Klammerfunktion
X 2 [x]

[x] bedeutet fiir x € R die grofite ganze Zahl, die kleiner oder gleich x ist.

[2,7]=2,[0,991]1=0, [-1,2] =-2

24
14
-1 1 2
SeiMeZ

27.09.03 15
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b) lm 1

Berechnung von Grenzwerten

A)Grenzwertregeln (vgl. Folgen)
Satz: Aus M f(x)=c ypq lm g(x)=d g6t

X —a X —a

1y lim (f(x)*=g(x))=c*d

X —a

2 lim (f(x) - g(x))=c-d

X —a

lim f(x)
(B 22 _C 420

g(x) d

. IS B
4 Xhﬁl}lh(x)—oo Xhir; h(x) 0

Beweis: s. Lit.

lim (x°+4x +5
R I R
Beispiel: lim —; =— > =—=10;
x-13x"+8& —10 lim (3x " +8x—10) 1

x—1

B) Umformen von Funktionstermen

" —1) - (x" T " T  x+
Beispiel:  lim al 1=1im (=) x - a )=ﬂ;
x—1 X—l x -1 x_l -
C) Vergleichskriterium

Satz: Gilt g(x) < f(x) < h(x) in einer Umgebung von a, und ist lim g(x)=lim h(x)=c ,

dann gilt auch xliina flx)=c

Beweis: v
sinx

Beispiel: Lm

x—0 X

C D
\

A 1 B
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X 2 X
P =g ™ 1Y

1 . .
F =—-1:8inx=—sinx
ABC 2 2

FABC=1«1«tanx=%tanx

2

FABCSFXEESFABC

1 . x 1
—sinx <—<-—tanx|-2
2 2 2

. sin x
SInx <x =<

| :sin x
COS X
X
sinx COSX
sin x
1 > > CcoSXx
[} X —
— 1, fiir x >0 — 1, fir x -0
. sinx
= lim =1
x—)Ox
Asymptoten:
Problem: Wie verhilt sich eine Funktion fiir x = c0?
.. x(x—1
Beispiel: f(x)=¥,x¢—1
+1
xi—x 1
2
X)= =(x"—x):(x+1)=x—-2+
flx) == (T )i (x4 ) —
g(x) ——
— 0, fiir x > o
—1x2+x1
—2x
—(=2x—2)
2

g ist eine schrige Asymptote.

2.2. Stetigkeit

Definition: Eine Funktion f heiBt an der Stelle x, € Dy stetig, falls xhjr)l( F(x)=1(xo) |

Ist f stetig an allen Stellen X, des Definitionsbereichs, dann heif3t f stetig.
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Beispiele:
a) x> [x],xeR
f nicht stetig, falls x € Z!
f nicht stetig, falls x € R\ Z
vgl. Abbildung

b) f:x—— xeR\{0) | ‘
X

stetig fiir x # 0 -k l

sin x

c) f:x— ,Xx€R\ {0}

fix—f(x),x#0
1, x=0
f ist stetig Fortsetzung von f.

Satze Uber stetige Funktionen

Es sein f eine stetige Funktion auf dem abgeschlossenen Intervall [a, b]. Dann gilt:

1. f nimmt auf [a, b] ihr Maximum und Minimum an.

2. Essei f(a) >0 und f(b) < 0 oder umgekehrt, dann gibt es eine Stelle x, € ]a; b[ mit f(x)=0
Beweis: siehe Literatur

Ymax |
f/r\$ ] ]
L L 1 i)
a X0 b
ymin *********************

Anwendung: Nullstellenberechnung durch Bisektion
Beispiel: f(x) =x" + x + 1

f-1)=-1<0

f0)=1>0

= dx, € [-1; 0] mit f(xo) =0

>

f
-1 0
£(-0,5) =0,46875 >0

1
=>Elx0€[—1;—§]mitf(xo)=0

£(-0,75) =0,0127 >0
= dx € [-1;-0,75]
£(-0,875) =-0,388

= 3x, € [0,875; 0,75]
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2.3. Die Ableitung von Funktionen

F(X0+h) -

f(xo)

Die Steigung der Sekante betrigt:
Ay _ fxg+h)=f(x,)
Ax h

Definition: f heif3t in x, differenzierbar, wenn der Grenzwert

lim f(x,+h)—f(x,) ..
h-0 p = f ,(xo) existiert.
F'(xo) hei3t 1. Ableitung von f an der Stelle x,.

Beispiele:
a) f(x)=c=2>fx)=0
b) f(x)=ax+b=f(x)=a
o) f{x)=x"=>fx)=n - x",neN

d) f(x)=\/;2f'(x)=ﬁ,x>0

Beweis: a, b, v
¢) Binomischer Lehrsatz:

(a+b)=a"+{")a" b+ )" b+ [ Ja-b" T 4Db"
1 2 n—1

f(x)=x"=
n n n—1 n n—1 n n
lim (x+h)" —x" lim x" + X -h+..+ x-h "+h —x
TR b0 1 n—
(x)=+ =%
=Lhm [{ " )x" "+ { P )x""?-h+..+h" ' |=n-x""";qed
h-o|\1 2
c) f(x):\/;z
lim Vx+h—vx lim (Vx+h—Vx)(Vx+h+yx) lim x+h—x |
fv X :h—>0 :h—>0 :h—>0 _
=4 h-(Vx+h+vVx) h(Vx+h++vh) 2vx

Deutung der Ableitung

£(xo0)
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Xo

In einer geniigend kleinen Umgebung von x, stimmen die Funktionswerte relativ gut mit den
Funktionswerten der Tangente iiberein.

T approximiert f in einer Umgebung von X,.
T:y=m - x+b; m = f'(x)

f(xg) =m - Xo+ b = b =1(Xy) — mxg;
=ty = (Xo) X + f(Xo) = f'(Xo) - Xo

t:y = f(Xo)(X — Xo) + f(Xo)

Beispiel:

V2=2
f(x)=Vx=1"(x)=

1
2x
x — 1,96)+ 1,96

1
t:y= .
Y 21,96 (

(x—1,96)+1.4

B
Y7538

Fiir x = 2 folgt:

y= 218 (2—1,96)+1,4=14142857

b

Vel.: V2=1,41421356

Ableitungsregeln

Sind f und g differenzierbar, dann gilt:
fF¥g=fF¢g
f-g=f g+f-¢
L_gtoenf
g g
Beweis: Produktregel
Sei h(x) = f(x) - g(x)
lim h(x+h)—h(x) lim f(x+h)-g(x+h)—f(x)- g(x)
h—-0 h—-0
~h "~ h
lim f(x+h)-g(x+h)—f(x+h) - g(x)+f(x+h) g(x)—f(x) g(x)
h—-0

h

=h'(x)

— fim [f(x+ h)- i(”h)_g(x)

h—-0
=f(x) - g'(x)+g(x) f'(x),q.ed
Beispiele:
a) f(x) =3x" - 5x* + 9 = f'(x) = 21x° - 15x?

2 l _ Xz'l_ 1 _5 .
b) f(x)=x -\/;:>f (x)—2x\/;+ 2\/; —2X\/;+EX\/;—EX\/;,
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X X X
9 f(x)=1—n,n€IN
X
—1-n-x""" o

Wichtige Ableitungsfunktionen
f(x)=xn=>f'(x)=n-xn—1,neZ
f(x)=sinx="'(x)=cosx

f(x)=cosx=f"(x)=—sinx
(x)= (

f(x)=tanx=1f"(x)=

COS X

Beweis: Sei f(x) = sin x

2x+h
lim sin(x+h)—sinx lim 2- cos z -sinE sinE
' h—-0 h—-0 2 2 . 2X+h 2
f'(x)= - = - = lim cos T CosX
2
-1

Beispiele:
[(x*+5sinX) - cosx]'=(2x+ 5 cos X) - cos X + (x> + 5 sin X) - (-sin X) = 2x cos X + 5 cos® x — x*

sin X — 5 sin® x;
[sin X - cos X]'=cos’x —sin*x =1 —sin* x —sin’ x = 1 — 2 sin’ x;

1
\/;~sinx '= - sin X + VX cos X
| I=7n

Die Kettenregel

Problem: [x*+1]'=?

f(x)= Vx duBere Funktion
g(x)=x"+1 innere Funktion
=f(g(x))=Vx’>+1
Bs gilt: [f(g(x))]'=f"(g(x)) g'(x)
Besngung; £ = SERD S b)) ()

X

Beispiele:
g(X) = (X4 + 6X + 5)3 = g'(x) =3 . (X4 +tX + 5)2 X (4X3 + 6)

f(x)=sin (ax +b) = f'(X) =a - cos (ax + b)
f(x) = [sin (x* + 2x)’P = f'(x) =5 - [sin (x* + 2x)*]* - cos (x* + 2x)* - 2 (x* +2x) - (4x* +2)
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2.4. Monotonie, Maxima und Minima

Satz: Eine Funktion f ist in einem Intervall I € IR
streng monoton wachsend, falls f'(x) >0V x € L.
Analog: streng monoton fallend, falls f'(x) <0V x € 1.

Beweis: siehe Skizze und Literatur

Satz: Ist f auf I differenzierbar, so gilt:
Xo € I lokales Extremum = f'(xo) =0

Beweis: siehe Literatur

A:lokales Maximum
B: lokales und globales Minimum
C: lokales Maximum
E: lokales und globales Maximum

Anwendungen:
1.

4l

i — -

Aus einer Blechplatte soll eine quaderférmige, nach oben gedffnete Wanne mit maximalem
Volumen geformt werden. Welche Seitenldnge miissen die abgeschnittenen Quadrate
besitzen?
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f(x)=(8—2x)-(5—2x)-x x€]0;25]

=(8—2x)- (5x —2x7)=(40x — 16x” — 10x* + 4x’ )= 4x’ — 26x° + 40x
f'(x)=12x">—52x +40=:0

3x*—13x+10=0

X_131\/169—120 13+7

13 10 10
f'(x)=3(x"—=—x+=—)=3 (x—=—
(x)=3(x* =37 x+37)=3 " (x~)(x—~3-)
3(x-1) -0+ +
x—ﬁ - - 0 +

3
f'(x) + 0 - 0 +
F smw | smf smw
I
3

= lokales Maximum fiir x = 1
= Maximum Volumen: f(1)=
2. Gegeben: f(x) = x* - 3x + 3
Gesucht: Welcher Punkt P, des Graphen besitzt vom Ursprung den kleinsten Abstand?

e=VFY =% F(X=3xF3) =3x' — 6%’ +6x°+9x > — 18x+9+x =
=\/X4 —6x°+16x° —18x+9

Seie’="f

= f(x) =x*—6x>+16x> - 18x + 9

f'(x) =4x* -18x* + 32x — 18

f(x)=0 X =1

= Maximales Volumen: f(1) = (4x* - 18x* +32-18): (x - 1) = ...
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2.5. Anwendung héherer Ableitungen

a) Extremwerttest

f(xq)-

f(xo)

Xy Xo
Satz: Es sei f ein einer Umgebung von x, mindestens 2-mal stetig differenzierbar, dann gilt:
f'(xo) = 0 und f"'(Xp) < 0 = X, lokales Maximum
f'(xo) = 0 und f'(xo) > 0 = x, lokales Minimum

Beweis: f'(xo) < 0 = f" ist in einer Umgebung von x, streng monoton fallend.
F(x) =0

Demnach besitzt f' an der Stelle x, einen Vorzeichenwechsel von + nach -. = An der Stelle x,
liegt ein lokales Maximum vor. (vgl. Abbildung)

Analoge Begriindung fiir Minimum!

b) Wendepunkte und Kriimmung:

Es gilt:

f'(x) > 0 = Gg ist linksgekriimmt

f'(x) < 0 = Gy ist rechtsgekriimmt
Geht in einem Punkt die Linkskriimmung in eine Rechtskriimmung iiber (oder umgekehrt), so liegt
ein Wendepunkt vor.

Satz:
f'(x0) =0, f"(x0) # 0
= an der Stelle x, liegt ein Wendepunkt vor.

Beispiele:
a) f(x) =sin x, x € [0, 27]
f'(x) = cos x

f'(x) = -sin x
f'xX)=0=2x,=0,X=7,X; =27
f"'(x) = -cos x

f"0)=-1#0
f"(m)=1+#0
f"Q2r)=-1#0
= W,(0/0), Wy(1t/0), W5(27t/0)
b) f(x) = x*
f'(x) = 4x°
f'(x) = 12x? > 0 - Linkskriimmung Vx€R=kein WP
f"(x) = 24x
f'x)=0=>x=0 f"(0)=0 - Satz nicht anwendbar!
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2.6. Die Regeln von I'Hospital:

o L )
xoa §(X) x-a g(x)
lim f(x)=1m g(x)=0o0d.

, wobei

mita € IRod.a=

Beispiele:
2+ 7x —4x+5  6x i+ 14x—4 . I2x+14 12 01
1. lim 3 =11m+=hm—=hm—=—
X = o 4x —7)(,' x> ]Zx _7 X > o 24x x> w 24 2
> lm smx:h.m cosx:1
x—0 X x—-0 1
3. hm(l— ‘1 )lemsmx._lejm cosx—‘l ~ lim —sinx‘ ~0
o0\ X sinx x50 XsSInx x50 XCOSX +SINX o 2co8 X —xSinx

2.7. Die Ableitung einer Umkehrfunktion

Es gilt: g(f(x)) =x
f(g(x)) =x

f(u)

u=g(x)

2.8. Die Exponential- und Logarithmusfunktion

Wiederholung: lim (1 +l) =e

n — © n

Definition: Die Funktion x = €*, x > 0 hei3t Exponentialfunktion oder e-Funktion.
Bemerkung: Vgl. Ubungsblatt Nr. 3
lim (1+5) =¢*

n-w n
Eigenschaften:
a) f{x)=e*=f(x)=¢€"
Begriindung:

n

[lim (1+i)”] im (142]) = Tim n-[1+£]nl-%= lim (1+%)n 1+

b)e’=1
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c¢) Graph: y

\_/-/1/

d) Monotonie, Kriimmung:
f(x)=e*>0=fist smw
f'(x) = e* > 0 = Gy ist linksgekriimmt
€) lim e =400

n — oo

lim e*=0
n — o

xn
lim —=0
n—oo

n n—1 n—2

. X . n-Xx . n(n—=1)-x . n(n—=1)...-1

Beweis: hm—x:hm—xz . = —x:()
n—-oowo @ n— o e n — o e n — o (4

Anwendung: Zerfallsgesetz
Geg.:t=0 N, Atome

Die Anzahl der momentan zerfallenden Atome ist direkt proportional zur Anzahl der momentan
vorhandenen Atome:

AN
"~ N(1)
At

Losung: N(t)=N,-e "

Der natiirliche Logarithmus

Die Exponentialfunktion f:x - e* ist streng monoton wachsend, also umkehrbar.
fix>y=e,Di=R, W;=R*
log.y =x
log.x =y
gx=2>y=logx,D,=R", W, =R
Vereinbarung: log. x = In x
gx2>y=Inx,x>0
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Ableitung der In-Funktion:
g'(x)= —
fr(g(x)
Sei f(x) = ¢*

In x

=g'(x)= ! =%,x>0

[In(x)] = x>0

Beispiele:

_ L] .
fx)=In(2x +1)= f ' (x)=—
f(x)=In(x*)= f'(x)=5 20 =2

x x

Gleichungen fiir Logarithmen:
In(x-y)=Inx+Iny

ln(x—)=lnx—lny

y
Inx"=n-Inx

Beispiele:
Ine’=3-lne=3

ll_ 1
ln\/EZIne2 :5

Ine*=x

In x

e =X

Diskussion von In-Funktionen:

. f(x)=x’Inx,x>0
Nullstellen: x = 1

27.09.03
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1

f'(x)=2x -Inx+x’-—=x(2Inx+1)
X
2-1
f'(x)=1-2lmnx+1)+x - (——+0)=2Inx+3
X
f'(x)=0=>2Ihx+1=0
mxz—L
2
1
In x 2
e "=e
_L
x=e ’
_L
1 2
-5 /-1
f''(e )=2> 0= Min (—)
2e
S (x)=0=2Inx+3=0
h1x=—i
2
3
In x 2
e "=e¢e
_3
x=e °
2e°
e
>W(e */—
( 28)

3

Begriindung: £ ’(x):g;«r&Oﬁjrx:ei2
X

e
15
1

0s

2. f(x)=x" x>0
f(x):(elnX)x:exlnx

-1
’ —exmx-Unlnx4—x )=(1+Inx) e*™*
x

=
|

>0
f'(x)=0=>1+Inx=0

-1
X=e
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' 1 2

Bemerkung: lim x* =1

x—0

1, 1
TP(e '/ _L) Nachweis iiber Monotonie oder 2. Ableitung

2
e

3. Potenzreihen

3.1. Definition

o0

Die Reihe vom Typ P (x)= z anx”=a0+a1x+a2x2+a3x3+... heif3t Potenzreihe.
n=0

a,, a,, ... heiBen Koeffizienten.
Eine allgemeinere Definition lautet: P (x)= Z a,(x—x,)
n=0

Xo heiflt Entwicklungspunkt.

Da z = x — X, die Entwicklung der Reihe im Punkt O liefert, wird im Folgenden die einfachere
Version betrachtet.

Beispiele:
a) P(x)=Y x"=l+x+x +x+..

n 2 3

X X
b) P(x)=), =l x

Zentrale Probleme:

1. Fiir welche reellen Zahlen konvergiert eine gegebene Potenzreihe und welchen Funktionsterm
stellt sie gegebenenfalls dar?

2. Kann man einen gegebenen Funktionsterm f(x) durch eine geeignete Potenzreihe darstellen?

3.2. Konvergenzradius

Sei x; € R
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P(x,)=2 a,x}
n=0

Besitzt diese Reihe einen Grenzwert, so konvergiert die Potenzreihe fiir x = x;.

Fiir x = 0 konvergiert jede Potenzreihe.
Konvergenzgebiet einer Potenzreihe:

Divergenz Konvergenz Divergenz
4= | —]
LD I 4]
X =-r 0 X=r1

r heif3t Konvergenzradius.

Fiir IxI = r kann keine allgemeine Aussage zur Konvergenz getroffen werden.

Beispiele:
a) * 5 1
P(x)=) x"=l+x+x’+..=1-—
n=0 X

r=1

Die geometrische Reihe konvergiert fiir Ix| < 1
b) @ n 2 3
P(x)=> To=l+x+—+21 4.
! 20 3!

Wiederholung Quotientenkriterium:

c . . a n+1
Z a, konvergiert, falls lim |——|<1

n— o a

n=0 n
xn+1
+1)!
ot D o<
n— o xn n— o I’l+1
n!
r =00
c) *
P(x)=) n!- x"
n=0
+1)7 - x" !
lim (n, )n a =lim [(n+1): x|> o
n—-wo(n!- X n —ow
=0

Berechnung von r:
Der Konvergenzradius einer Potenzreihe kann iiber den Grenzwert

werden, falls dieser existiert.
Beweis: Sei Ixl <r

an 1 x”+1 an+1 an+1

| =] x|= = |x]<
an-xn an an

|an+l|'r:|an+l|'h.m|an |:1

an an n—ow an+1

Beispiele zu Potenzreihen:
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b) 5
=3 ™

-S| <1=]x|<2
3 8

3
r==
8
C) i xn: © (ﬁ)n: 1 _ 3 .
n=0 3” n=0 3 l_i 3_)6,
3
r=3
) f(x)zl1 =l+x+x’+x +...
—x
f1(x):1+x b
fo(x)=1+x+x’
filx)=1l+x+x>+x° 12

2 ] 2 1 2w 8 " 1 .
z. == = —25) == —1) -
3 g 3 3 32( 3% 32( )

3.3. Eigenschaften von Potenzreihen

a) Eine konvergente Potenzreihe konvergiert innerhalb ihres Konvergenzbereichs stets absolut

b) Potenzreihen kann man summandenweise differenzieren (und integrieren) innerhalb des

Konvergenzbereichs

c) Zwei Potenzreihen konnen innerhalb eines gemeinsamen Konvergenzgebiets addiert und

subtrahiert werden.

Beispiel:
Pl()c)zl-l-x+)c2+x3+...:1
I—x
Pz()c):1-|-2)c—i—3x2—i—4x3—i-...:1 =
(1=x)

3.4. Potenzreihenentwicklung einer Funktion

Problem: Zu einer (beliebigen) Funktion f soll eine Potenzreihenentwicklung vom Typ
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2 3
a,ta,x+a,x +a,x +... angegeben werden.
Wie ergeben sich die Koeffizienten ao, a;, a,, ... ?

Annahme: Es sei f eine beliebig oft differenzierbare Funktion und die Potenzreihenentwicklung
existiert.

f(x)=ay+a,x+a,x’+a,x’+x,x" +a, x’+a, x"+...
fi(x)=a,+2a,x+3a,x > +4a, x’ +5a,x" +6a,x"+...
fr'(x)=2a,+2 - 3a,x+3-4a, x’+4-Sa,x’+5-6a,x" +...
fr(x)=2-3a,+2-3-4a, x+3-4-Sa,x’+4-5 6a,x’+...
fUx)=2-3-4a,+2-3-4-5a,x+3-4-5-6a,x"+...
fPx)=2-3-4-5-a,+2-3-4-5-6a,x+...

Seix=0=

a,=f(0)
£(0)=a, @, =/"(0)
f'(0)=a, 0, =110
£'(0)=2a, C 2
f£'(0)=2" 3a, a, ;‘/"'(0)
(4) _ .
f<s>(0)_2'3 s (0)
fo0)=2-3-4-5a, a,

4!

f(n)(()):n/ a, ) _f(")(O)

" n!

Es gilt: Unter relativ allgemeinen Bedingungen 1dBt sich jede unendlich oft differenzierbare
Funktion f in eine Potenzreihe der Form

(0 (0) 5 f(0) 4 :
om0+ L0 T0) o T ik, De

Konvergenzradius sei r.

Begriindung: siehe Literatur

Beispiele:

a) f(x)=e"
Flx)=f(x)=f " (x)==e"
f(0)=f'(0)=12‘"(03)= =1
>e =l+x+—+§7+
r =00
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L 0367857|< =24 - 10°
e 8!

L_ 0,367879...

e

f(x)=sinx f
f'(x)=cosx f
f''(x)=-—sinx f
f'""(x)=—cosx f
f

rrr

(x.)=sinx

IR
1/ 2!/
Mac Laurinsche Reihenentwicklung

f0) >

Entwicklungspunkt x, = 0.

a) Ableitungen berechnen
f(x)=(1+x)",neR
flx)=(1+x)"=f(0)=1
frlx)=n-(14x) "= £7(0)=n

fr(x)=n(n—=1)-(1+x) = f""

Fallunterscheidung:

X +...

=(g)+(7)xli<g)xi@x3+...

o) n € IN: Die Reihe bricht nach der n-ten Potenz ab.

Der Konvergenzradius ist dabei r = .

B) n & IN: Die Reihe bricht nicht nach endlich vielen Summanden ab.
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n
) a, . k
kgt n
k+1
+1
=1 k =1
k I’L—k
r=1
.. 1
Beispiel: n=5
N L

1. Ndherung fir 1+ x .'fl(x)=1+%x

1 1
2. Nidherung fiir \/1+x:f2(x)=1+5x—§x2

+ i + + +
-1 1 2 k]

b) Gliedweise ausmultiplizieren

e
— X
f(x)zex-l :(1+x+ﬁ+£+i+ ) (l+x+x+x +x* +..)=
I—x 20 3! 41 T
=1+(1+1)~x+(l+l+l)'x2+(1+1+l+l)x3+...=1+2x+§x2+§x3+§x4+...
2 2 6 2 3 24
r=1

Beachte: Potenzreihen diirfen innerhalb des Kovergenzgebietes gliedweise addiert, subtrahiert
und multipliziert werden.

¢) Unbestimmter Ansatz
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fla)=22 o3,

l+cosx T,
, X xz x4 xé
2>4-2x=(a,+a,x+a,x " +ayx +...)-(1—ﬁ+ﬂ+ai...)=
dy a, a,  4dy
:i@+2alxl+(2a2—7)x2+(2a3—?)x3+(Za4—7 24))64-1-
4 -2 — — — —
=0 =0 =0
1 1 —1
aO=2;a1=—1;a2=5;a3Z—Z;a426—;.--
4-2
f(x)=—x=2—x1+1—x2—1—x3—1—x4i...
1+ cos x 2 4 6
d) Partialbruchzerlegung
3—2x
X)=———
=5
2 3
f(x)z1 FES. 1 =1—(1+x—+(x—) FE) )+ x+x+x 4=
2—-x 1—x 21 x l=-x 2 2 2 3
2

3.5 9 17
=S+ xt+=x+—x"+.
2 4 8 16

3.6. Taylor-Reihe

Definition: Es sei f eine auf dem Intervall I < IR unendlich oft differenzierbare Funktion f. Dann

heit f(x):f(x0)+f1(j60)-(x—xo)l-l-fz—(/xo)(x—xo)2+... die Taylor-Reihe von f

um den Entwicklungspunkt x.
Bemerkungen:
a) xo =0 = Taylor ® Mac Laurin

n

b) r=lim

n — oo

anfl

i
Xo—T Xo Xo+T
Eventuell mit Randern!

Konvergenzgebiet
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Beispiel: f(x)=lnx,x,=1

fx)=s=f =1
X

fri(x)=—x" > f""(1)=—1
frr(x)=2-x" =1 (1)=2
fHry=—2-3x"=>f¥=-2.3
fPx)=2-3-4x7 = (1)=2-3-4

P =1 (1)
:lnx=0+—(x—1)1+;—/(x—1)2+—(x—1)31 =

B N il

k
Bemerkung:
a) r = 1 (Quotientenkriterium)
1 1 1
b) In2=1—-—+———=...
) In 273 3

4. Integralrechnung

4.1. Stammfunktionen

Definition: Eine Funktion F heif3t Stammfunktion von f, wenn F'(x)=f(x) in einem gemeinsamen
Definitionsbereich.

Beispiel:
a) f(x)=x=>F(x)=%x2+C
b) f(x)=cosx=F (x)=sinx+C
c) f(x)Z%zF(x)ZIng+C
Definition: Das Aufsuchen aller Stammfunktionen zu einer gegebenen Funktion heif3t Integration.

Bemerkung: Sind F, und F, verschiedene Stammfunktionen zu einer Funktion f, dann unterscheiden
sich F, und F, nur durch eine Konstante.

Beweis: F,'(x)=f(x)

F, (x)=/f(x)

F\'"(x)=F,"(x)=0
[F(x)=F,(x)]"=0
=>F (x)—F,(x)=C
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4.2. Das bestimmte Integral

<A\

%
S

%o
2555
XX

>
e
X%
XL

””

LR
0N
3‘3‘3
XXX

%

<

%
$.9:9.9:9

T
0
e
25

%5
ot

LRRLRL

SRRE

KK

22020 %0%!

RS

SRKRK,

<
&
&
9
&
0.9:9.9

f(xy)
f(xo)
AX] AXz AXk AX“

Xo=a Xj X2 Xk-1 Xk Xn1 X

Untersumme

=] =)
=

. Obersumme

%)

_n=f(x0)‘ Ax 4+ f(x,): sz+---+f(xn_1)‘ﬂxn=z flx, ) Ax,

k=1

_n=f(x1)‘Ax1+f(x2)~Ax2+...+f(xn)-Axn=z fxg)Ax,

k=1

%)

Offenbar gilt fiir den gesuchten Inhalt a:s, <A <%
Fiir n ® oo und Ax, = O besitzen s, und ¥, einen gemeinsamen Grenzwert.

Definition: Der Grenzwert lim ), f(x,): Ax, mit Ax,— 0 heiBt, falls er existiert, das

n—?ookzl

bestimmte Integral der Funktion f von a bis b.

J f(x)dx=1m Y f(x,) Ax,

n"ook:l

Beispiel:
f(x)=x>,a=0,b>0
2y
2 2 2 2
::fn—+f(2b_)b_+f(nb_)b_zb_b_+4b_b_+9b_b_+ _|_n2b_
n n'n n’° n pn* n n’ n n’ n n?
. 3 +1)(2n +1
=b—3(1+4+9+...+n2):b_3.”(” J(2n+1)
n n 6
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4.3. Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

f
% f(x+Ax)
a X  X+Ax t

A(x)= f f(t)dt A heif3t Integralfunktion

Anmerkung: f stetig und monoton wachsend.
Vergroern wir das Flachenstiick um Ax, so wichst der Flicheninhalt um
AA=A(x+Ax)—A(x)
f(x)- Ax<AA<f(x+Ax)- Ax| -Ax
Alx+Ax)—A(x
s A=Aty
X

<f(x+Ax)

lim f(x)< lim A(x-l—Ax)—A(x)S lim f(x+Ax)

Ax—0 Ax—0Ax Ax—0
flx)=A'(x)=f(x)
=A'(x)=f(x)!

Setzen wir A = F, denn A ist demnach eine Stammfunktion von f, dann gilt:

Fx)= [ f(t)di=F"(x)=f(x)

Beispiel:

F(x)=fln1%x2+2-sinxdx
, 1 > .
=>F'(x)=I 5% +2-sinx

Folge;rung:
f f(x)dx=7?
Esa sei F eine beliebige Stammfunktion von f. F kann in folgender Form geschrieben werden:
F(x)=[f(t)at+C

=F(b)=[ f(t)dt+C (1)

Fa)=[ f(ydt+C  (2)

(1=(2)
= F(b)—F(a)

I
—
.y
~
&

[
Qﬁﬁﬁ
.y
=~
&
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= [ f(x)dx=F(b)-F(a)

Beispiele:

a) IZxdx=[x2]3_1=9—(—1)2=8
-1

™

2 i
b) f cos x dx =|sin x | zsin%—sin0:l
0
Vereinbarung:
Jri(xyax=f(x)+c
unbestimmtes Integral

N |
fx dx_n+1

" C,n#—1

fcosxdxzsinx +C
fsinxdx=—cosx +C
fexdx=ex+C
fl—dx=ln|x|+C

X

vgl. Formelsammlung!

4.4. Elementare Integrationsregeln

a) Faktorregel: fc “f(x)dx=c- ff(x)dx

2 2 2
z.B. f4x3dx=4- fodx=4-[lx4] =16
0 0 4 0
b

b) Summenregel: f(f(x)+g(x))dx sz(x)dx -I-fg(x)dx

a

b a
c¢) Vertauschungsregel: f f(x)dx =— f f(x)dx
a b

d [ f(x)ax=0
e) Zerlegungsregel:a <b <c

J fxyde=[ f(x)de+ [ f(x)dx
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4.5. Integrationsmethoden

A) Integration durch Substitution

f\/4—xdx=...
Substitution:
Z=4—x f(x)=x
diz_l f(x)=1
dx ,_dy Ay
—dz = dx Y T T Ax

3 3
..:—f\/z-dzz—gz2+C=—§-(4—x)2+C

3
fx cos(x’)dx =...
Substitution: Z = x 2
di=2x=>dx =di
dx 2x

=fae cos z - ;—;=%J‘coszdz=%sin(x2)+C

5
fx\/x—de:...
Substitution: Z=\5—x=>x=5-—7z"
e _—-1
dx 2+5—x

=—2V5—xdz=—-2zdz

Neue Grenzen: 1—>+y5—-1=2

5-15-5=0

0 0
== (5-2") 2 2zdz=[ (1027 =22 )dz =

2 2
10 ; 2 5° 80 64, 80 64 _

o JL I a=nir e

Begrundung. Z=f(x)
dz _dz
dx_f ( ):dx_f/(x)

S [ L L)

=In|Z|+C=In|f(x)|+C
f(x)

2B [—% dx=ln|2x +1|+C
2x°+1

B) Partielle Integration:
f(x)=ulx) v(x)
frx)=u'(x)-vix)tu(x) v'(x)
ff’(x)dx=fu’(x)- v(x)dx+fu(x)- v'(x)dx

:>ju'(x)- vix)dx=u(x)- v(x)—_[u(x)- v'(x)dx
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a) fxexdx=x~ex—fex-ldx=xex—ex+C=(x—1)ex+C

b) fuxyevdeZ%xz-ex—f%xzedeZ%xzex—% xletdy=7?

c) flnxdx=f 1 «1nxdx=xlnx—fx'ldx=xlnx—x+C=(lnx—l)x+C
u’ v X

d) fxlnxdx=%x2(lnx—l)+c

2
C) Integration von echt gebrochen rationalen Funktionen — Partialbruchzerlegung
_Z(x)
f(X)—N(x)
Beispiel:
3 _ 3 _ A 4 B -1 HN
xi—4 (x+2)(x=2) x+2 x-2
Bestimmung von A und B:
HN=(x+2) - (x—2)
=3=A-(x—-2)+B(x+2)
x=2=3=A-0+B-4
B=2>
4
=—2=3=A-(-4)+0
A:_é; Es
4
I
f —f 4 dx:—3—f1 a’)c+3—f1 dx =
X —4 -2 4 x+2 4 x—-2

EAW +2|+31n|x—2|+c=3(1n|x—2|—1n|x L)+ C=2m
3 4 4 4

x—2

+2.

+C;

Z
gilt: Jeder Term [ (x)= N ((x )) kann in eine Summe von Partialbriichen zerlegt werden.
X

Vereinfachende Annahme: Alle Nullstellen des Nennerpolynoms sind reel!

Anleitung:
a) Bestimme die Nullstellen des Nennerpolynoms nach Lage und nach Vielfachheit.
b) Jeder Nullstelle miissen Partialbriiche nach folgender Vorschrift zugeordnet werden:

1

x,: einfache NST —

xX—x,
d Ite NS 4 n A,
x;: doppelte NST —
1- dopp Xx—x, (x—xl)z
Al A2 A3
X,: dreifache NST — + 2

X=X (x_xl)z (x_x1)3
Z(x)

kann damit als Summe von sdmtlichen Partialbriichen geschrieben
N(x)

f(x)=

werden.
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¢) Konstanten A;, A,, ... miissen bestimmt werden.
d) Die Partialbriiche konnen integriert werden.
x+1
Beispiel: '[x3—5x2+8x—4dx_?
zua) x’—5x’+8x—-4=0
a, =1 Raten!
(x’=5x>+8x—4):(x—1)=x"
(=x’=x?%)
—4x*+8x
—(=d4x’+4x)
4x—4
x’—4x+4=0
(x—=2)(x—=2)=0

X, ;=2 doppelte Nullstelle!
x1=1:—>A
x—1
X, .= —>B +C
2,3 X—2 (x—2)2
x+1 A B C
= + + ;

(x—1)(x=2)> x—-1 x=-2 (x-2)
zuc) HN=(x—1)(x—2)°

x+1=A(x—-2)+B(x—1)(x—=2)+C(x—1)
x=1=22=A-1+B-0+C-0

A=2
x=2=3=A-0+B-0+C-1

C=3
x=0=>1=A-4+B-2+C-(—-1)

1=8+2B-3;B==2

zu d) 2 -1 3
ff(x)dx:fﬁdx+fmdx+fmdx
y—2=r=%

dx

3 -1 -1
Jé;&=3%—z)+€=—3%x—ﬂ +C

= [ f(x)dx=2In]x =1|=2In|x =2|-3(x=2)"'+C
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D) Integration durch Potenzreihenentwicklung

a) in

1 !
I=feix dx

0 05

x> X
e'=l+x+—+—+...;x€R
2! 3! - , it ; )
2412 2,\3 -
e‘x“=1+(—x2)+( N 0
2! 3/
4 6 8 10
—x? 2 X X X
e =l-x"+—-—+—+—=.
20 31 415!

1 N R al
I=f(l—x2+———+———i...)dx=[x——+———+—— +

X 2 6 24 120 3 10 42 216 1320
:1—1+L—L+L—Li...:0,74—Rest,wobeiRest< I !

3 10 42 216 1320 1320
b) o

F(x)= dt 1

(x) Ofl+t2

Es gilt F(x) = arctan x
05

Sei f(x) = tan x
T T
tan—=1< arctan1 = —
4 4

X

Es gilt: f 12dt=arctanx
, 1+1

=05

Seix=1

1
1 ™
= dt =—
Il+t2 4

0

2. Methode: Potenzreihenentwicklung
1

1—x

=l+x+x’+x +x" +..,|x|<1

x=—1"

r
1—(—17)
1

1+1°

=1+ (=t2)+ (=12 + (=t +(=17) +...

=1t 4+t =485
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